Wyodrebnienie uktadu odosobnionego

* Wyodrebnienie uktadu odosobnionego pozwala na
zbilansowanie sktadnikow modelu takich jak:

»  Sity, momenty,
» tadunki elektryczne,
»  poziomy cisnienia,
)  potencjaty.
* Petniejszy obraz obiektu modelowania uzyskuje sie
bilansujgc wielkosci fizyczne okreslajgce zmiennosc

w czasie wymienionych poprzednio sktadnikow,
a wiec bilansujac takie wielkosci jak:

» iloS¢ ruchu,
»  prad,
»  przeptyw, itp..




Obiekty rzeczywiste — uproszczenia

OBIEKTY RZECZYWISTE

Wszelkie rzeczywiste obiekty fizyczne, jesli by starac sie
wiernie oddac ich zachowanie, nalezy traktowac jako
obiekty: o statych roztozonych, o parametrach zmiennych w
czasie, o parametrach nieliniowo zaleznych od zmiennych
Sygnatowych.

UPROSZCZENIA

Linearyzacja, pojecie statych skupionych i ich niezmiennosc
W czasie to uproszczenia wnoszgce czesto znaczne btedy

OPISU.

Uproszczenia pozwalajg na zwiezte | zrozumiate
przedstawienie nawet trudnych metod modelowania.




Model dynamiczny

® Modele uwzgledniajgce rozniczkowe zaleznosci pomiedzy
pierwszg z wymienionych grup a drugg grupg zmiennych
noszg nazwe modeli dynamicznych .

® Modelowanie uktadow dynamicznych wygodnie jest zwigzac
z analiza energetyczna ukiadu.

® W uktadach dynamicznych wystepujg zawsze elementy
gromadzace energie.

Na przyktad w przypadku uktadow elektrycznych elementami tymi sg
kondensatory i cewki.

= Kondensatory gromadzg energie pomiedzy oktadkami
kondensatora.

= Cewki gromadzg energie dzieki istnieniu pola magnetycznego
wewnatrz cewki z prgdem.




Model dynamiczny - wielkosci charakteryzujgce

* Wielkosci charakteryzujace modelowane zjawisko
nazywane sg zmiennymi lub wspofrzednymi stanu.

* Zwykle na przebieg zjawiska wptywajg réznorodne
czynniki, ktore mozna podzieli¢ na:
— oddziatywania zalezne od nas — sterowania

— oraz niezalezne od naszejwoli — zaklocenia

zaktdcenia T'

: Uktad dynamiczny | o
sterowanie (stan uktadu) wyjscie

&

stan poczatkowy




Modele dynamiczne - klasyfikacja

Modele dynamiczne mozna sklasyfikowac biorgc pod
uwage rozne kryteria:

Q{> Wptyw czasu na parametry uktadu:

= stacjonarne- uktady o parametrach
niezaleznych od czasu;

" niestacjonarne - zalezne od czasu;

t%{> Sposob pomiaru czasu w uktadzie:

= ciggte - uktad obserwowany we
wszystkich chwilach czasu
danego przedziatu;

= dyskretne - uktad obserwowany tylko w
wybranych chwilach czasu.




Model ciggty, czy model dyskretny ?

Wykorzystywana postac modelu zalezy od natury
samego zjawiska jak i celu, dla ktorego model
jest tworzony.

Przyktady:
* model ruchu ciata;
* model rachunku bankowego.




Model ciggty - przyktad

Model ruchu ciata

W przypadku modelu prostoliniowego ruchu ciata za stan uktadu
przyjmujemy jego odlegtos¢ x od wybranego punktu na danej
prostej i zaktadamy, ze predkosc¢ jest pewng funkcjg czasu V/(i).
Model ruchu ciata opisywany jest wiec rownaniem rézniczkowym:

g

1. Uktad pamieta odlegto$¢ od wybranego punktu na proste;
| opisuje reguty, jakim zmiany tej odlegtosci podlegajg

2. Aby rozwigzac réwnanie trzeba zna¢ poczatkowg odlegtos$é od
wybranego punktu prostej w chwili poczatkowej £, czyli x(t,)=x,.

3. Rozwigzanie tego rownania uzyskuje sie catkujac jego prawg
strone przy znanym x,.




Model dyskretny - przyktad

Model rachunku bankowego

Jego stanem jest ilos¢ gotowki, sterowaniem (w uproszczeniu)
wptaty i wyptaty. Stan rachunku mozna obserwowac albo
codziennie, albo tylko w momentach wpfat i wyptat - w obu
przypadkach jest to model dyskretny:

x[k] = x[k- l] t w[k]

1. Jesli k oznacza numer dnia, to model ten oznacza, ze ilo$é
gotowki dostepnej nastepnego dnia jest rowna ilosci gotowki
z dnia poprzedniego x[k-1] powiekszonej (pomniejszongj)
o wptate (wyptate) dokonang danego dnia.

2. Aby obliczy¢ stan gotéwki w kolejnych dniach trzeba zna¢ stan
poczatkowy rachunku i wielkosci dokonanych do danego dnia
wptat i wypftat.




Modele ciggte a modele dyskretne

Model ruchu ciata a model rachunku bankowego

>< Modele te taczy fakt, ze do ich rozwigzania (symulaciji)

konieczna jest znajomos¢ stanu pamieci uktadu (odlegtos¢ od
wybranego punktu prostej, lub poczatkowego stanu rachunku).

% Model ruchu ciata jest modelem ciggtym, zas rachunku
bankowego modelem dyskretnym.

x(k)
x(k.,)

x(ky) [T
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Modele ciggte a modele dyskretne

@ Prosciej rozwigzuje sie modele z czasem dyskretnym

L obliczenia wykonuje sie krok po kroku dla
kolejnych chwil czasu.

@ Przy modelu ciggtym celem jest znalezienie ciggtej
funkciji opisujacej zaleznosc¢ x(t)

& w praktyce numerycznej jest to jednak czesto
niemozliwe i trzeba sie zadowoliC jedynie pewng
liczbg odpowiednio gesto roztozonych punktow
w dziedzinie czasu i wartosci funkcji x(1) .

&y nalezy jednak pamietac, ze do ich uzyskania
stosuje sie inne metody, niz przy rozwigzywaniu
modelu dyskretnego.




Modele ciggte - dyskretyzacja

* Wybor miedzy czasem ciggtym a czasem dyskretnym
3 na podstawie natury modelowanego zjawiska;
3 na podstawie celu, dla ktérego model jest tworzony.

®* Modele dyskretne mozna uzyskac z modeli ciggtych
wykonujgc dyskretyzacje.

* |stota tego podejscia polega na przejsciu od ciggte;
obserwacji zjawiska do obserwacji go co pewien, staty
okres czasu zwany czasem probkowania.




Modele ciggte - dyskretyzacja

® (Czas probkowania jest ograniczony od gory wiernoscig
odzwierciedlania witasciwosci uktadu ciggtego, a od dotu
szybkoscig dziatania komputera sterujgcego uktadem.

* Zwiekszajgc czas probkowania traci sie coraz wiece;
informacji o wtasciwosciach przyblizanego przebiegu.

* Jezeli zjawisko zachodzi szybciej niz jest postrzegane, to
traci sie informacje o jego szczegotach lub nawet o jego
Istnieniu.
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Metoda Lagrange’a (przyktad)

Rozpatrzmy prosty uktad

X

C
— AVA/\,
m

o o o o

.

przy nastepujgcych zatozeniach upraszczajgcych:
° sity tarcia sg pomijalne;
° sprezyna jest niewazka i o state] sztywnosci;
° cata masa ciata skupiona w punkcie;
* ruch odbywa sie w ptaszczyznie poziome,.




Metoda Lagrange’a (1)

Uogodlniajgc oznaczenia wg nastepujgcego schematu:

e — sztywnosc sprezyny

macn
- m > ImTriaoa

Energia kinetyczna poruszajgcej sie¢ masy m wyrazi sie
wzorem: 1 7

Energia potencjalna sprezyny o sztywnosci ¢ wyrazi sie
wzorem: X 1
E, = [ ¢ Oxfidx= lc Ox*
2

0




Metoda Lagrange’a (2)

Rézniczkujac E, (x) wzgledem x

Ek:1mD)'<2 0 a’:_,k:mux
2 0 X
Pochodna powyzszego rownania wzgledem czasu wynosi:
9ROk mox
dtox [

Rozniczkujac E (x) wzgledem x

0E
E ZIDCDXZ ] eelix
e 0 X




Metoda Lagrange’a

Dodajgc w/w rownania stronami:

VE,
0 X

5 d HOE."H:mD)'H c Ox
dt] ox [

Z kolei z drugiej zasady dynamiki Newtona wynika ze:

a wiec

0 E

p
0 X

+

d

mix+clx=0

IE,

dt

- 0
N

0 X

Jest to szczegolny przypadek
rownania Lagrange’a dla
uktadow zachowawczych

(nie rozpraszajacych energii)




Metoda Lagrange’a (4)

Ogolna posta¢ rownania Lagrange’a dla uktadu
zachowawczego i autonomicznego, uwzgledniajgca fakt, ze
energia kinetyczna moze zalezecC takze od przesuniecia jest
nieco bardziej rozbudowa:

¢ d[iE,
0q,

e,
0,

+
[saisiom}
[Sjsis|

I
-

gdzie q; sg tak zwanymi wspotrzednymi uogolnionymi dla
uktadow o n stopniach swobody.




Metoda Lagrange’a (5)

Definiujgc

= K(CI,,CI,) Z Ek(qIIQI)_ Ep(ql)

jako lagriangian uktadu (potencjat Lagrange’a),
rownanie Lagrange’a dla uktadéw zachowawczych
i autonomicznych (bez sit zewnetrznych) przybiera

dfieg e
dtdg. 0 0q,

0




Metoda Lagrange’a (06)

Mozna wykazac, ze dla uktadow niezachowawczych,
tj. takich w ktorych nastepuje rozpraszanie energii
w czasie ruchu uktadu, lecz bez oddziatywania sit
zewnetrznych, rownanie Lagrange’a przybierze postac:

e o [oF|_,

dtpoq; 0 0dq; |9gq,

przy czym F jest funkcjg stratnosci Rayleigha.




Metoda Lagrange’a (7)

Jezeli uktad dozna matego przesuniecia, to praca wykonana

przeciw sitom tarcia wyniesie
Z M Lg; LAQ,
/

gdzie:
° U - wspotczynnik tarcia;
LK q; - sita niezbedna do pokonania tarcia.

Dla uktadow liniowych przyjmuje sie . = const.

Funkcja stratnosm F- okreslana jest jak Igo’fowa mocy strat

y Z H.q; Y HQ,




Metoda Lagrange’a (8)

Gdy na uktad dziatajg sity zewnetrzne, rownanie ruchu
Lagrange’a przybierze postac:

dfoep o¢ a0
dtHog, i 0q, 9gq,

przy czym Q. reprezentuje wymuszenie zewnetrzne .

:Qi

INSINNNINS|

Funkcje @ Rayleigha definiuje sie jako:
WEEE P sdzic PQ:ZPQi

P, -Jest sumg mocy dostarczonej do uktadu.




Metoda Lagrange’a (9)

Rownanie Lagrange’a przy wykorzystaniu funkcji
@ Rayleigha przybierze postac:

d
dt

0/ OCD
0q/ aql

0/
e

IIIJII
I
-




Metoda Lagrange’a (10)

PODSUMOWANIE:

v’ Metoda Lagrange’a jest metodg opisu uktadow
dynamicznych i opiera sie na analizie przemian
energetycznych wewnatrz uktadu.

v’ Metoda powstata na gruncie mechaniki teoretycznej, lecz
stosujgc pewne interpretacje poszerzajgce mozna jg
wykorzystaCc w modelowaniu uktadow nie tylko
mechanicznych ale i np. elektrycznych.

v’ Metoda znajduje zastosowanie wtedy, gdy modelowaniu
podlegajg uktady dynamiczne elektromechaniczne czyli
takie, w ktorych medium przenoszgcym informacje sg ruch
masy, ruch cieczy, gazu czy tez nosnikow pradu.




Metoda Lagrange’a (przyktad)

PRZYKLAD:

Opisac€ za pomocg rownan Lagrange’a uktad przedstawiony

na rysunku
o

* Energia potencjalna gromadzona przez kondensator

0 pojemnosci C jest rowna: 1 ¢
| i(t)dr
2C Jo




Metoda Lagrange’a (przyktad)

PRZYKLAD (cd.):

* Energia kinetyczna jakg ma cewka o indukcyjnosci L, gdy ptynie
przez nig prad | 1
== | -
2

* Funkcja stratnosci Reyleigha, czyli potowa mocy strat
w rezystorze R 1

B = Z 2 hia
2

* Uogodlniona sita sterujgca (pobudzenie)

Q=




Metoda Lagrange’a (przyktad)

PRZYKLAD (cd.):

Jezeli za wspotrzedng uogolniong przyjac tadunek g
kondensatora to wszystkie poprzednio wyznaczone
wielkosci mozna uzalezniC od jednej wspodlnej wspotrzednej

uogolnionej q 1 Z 1 4
B W | O
P ZCEG k 2 Eq
1 :
E = —silef
5 Lq

Lagrangian uktadu jest rowny

|\ 1
ZZ Ek_ Ep - ZLqu_ ZCDqZ




Metoda Lagrange’a (przyktad)

Poszczegolne sktadniki rownania Lagrange’a przyjmujg postac

d EM E_ 9 (1 o) = L s

dt fogH dt

d/’ 1 0F .
L e 4 =<
0qg C[q 0qg ol

Rownanie Lagrange’a jest doktadnie takie samo jak rownanie
obwodu szeregowego RLC pobudzonego zrodtem napieciowym
otrzymane na podstawie prawa Kirchhofa.

2 g di A% 7
L 0G + RDq+CDq-eﬁLdt+ RI+CIOI(T)dt—e




Rownania Hamiltona

* W wyniku modelowania uktadow dynamicznych
rownaniami Lagrange’a otrzymuje sie opis w postaci
rownan rozniczkowych rzedu drugiego.

® Liczba niezaleznych rownan opisujgcych uktad
dynamiczny nazywana jest liczbg stopni swobody.

e Uktady rownan drugiego rzedu mozna rozwigzywac
miedzy innymi poprzez przeksztatcenie w uktad rownan
rzedu pierwszego.

® Jest to postac tzw. rownan stanu przydatnych do
rozwigzania metodami numerycznymi




Rownania Hamiltona

®* Rownanie stanu (posta¢ normalna uktadu rownan
rozniczkowych) - to uktad rownan postaci:

x= Alx+ Blu

gdzie: x — wektor stanu
u — wektor pobudzenia (wymuszenia)
A — macierz podstawowa (fundamentalna)
B — macierz pobudzen (wymuszen)

®* (Cechg wspolng wiekszosci przeksztatcen formalnych
jest to, ze uzyskane w ten sposob zmienne
nie dajg sie zinterpretowac fizycznie.




Rownania Hamiltona

Istnieje metoda modelowania uktadow dynamicznych,
ktora w wyniku daje uktad rownan rozniczkowych rzedu
pierwszego (rownan stanu) przy ktérej uzyskane zmienne
stanu posiadajg istotng interpretacje fizyczna.

Oznaczajac przez p, sktadowg pedu uktadu dla
wspotrzednej g, , gdzie: D, = 0E,

to energia kinetyczna czesto wyraza sie jako funkcja
predkosci uogolnionej i wspairzedny, \Cogélni))nych
%i ./ éhk

9,9




Rownania Hamiltona

Energie kinetyczng mozna rowniez wyrazi¢ za pomocg
pedow uogolnionych | wspotrzednych uogolnionych

= Ek(p:Q) = Ek(p)

» Jest to wyrazenie Hamiltona dla energii kinetycznej.

Energia catkowita (suma energii kinetycznej i energii
potencjalnej) moze by¢ wyrazona pewng (dodatnio
okreslong) funkcjg wspotrzednych q i pedow p.

» Funkcja ta nazywana jest hamiltonianem uktadu.

H= E,,+*E,= Hlp,q)




Rownania Hamiltona

* W przypadku uktadu zachowawczego funkcja ta jest
stata, a je] pochodna po czasie rowna zero.

H = const. iH(p,q) =0

dt

* W autonomicznych uktadach niezachowawczych
pochodna hamiltonianu po czasie jest ujemnie

potokresiona d
H % const. EH(p,q)s 0




Rownania Hamiltona

e Uktad autonomiczny zachowawczy

opisujg réwnania Hamiltona ldp, . _0H
- dt 0g,
% dq, Z aﬂ
0 dt 0p,

k(P); Q
0p,- i apl

e W uk’famjad:h nleabjtﬁron%%zg.ych |n|ezach8\?£awczych

| O I O ||
Q

Q b
e,




Rownania Hamiltona

Interpretacja fizyczna

* Mechanika

Rownania Hamiltona opisujgce uktad mechaniczny majg
postac rownan stanu, w ktorych zmiennymi stanu sa:
przesuniecia i pedy mas tworzacych uktad dynamiczny.

e Elektrotechnika

Rownania Hamiltona dla uktadu elektrycznego posiadajg
postac rownan stanu, w ktorych zmiennymi stanu sg
tadunki kondensatorow i strumienie magnetyczne cewek.




Rownania Hamiltona (przyktad)

PRZYKLAD:

Opisac za pomocg rownan Hamiltona uktad przedstawiony na

rysunku
r

e(t)

Ped uogolniony uktadu i energia kinetyczna uktadu
wyrazona przez ped

0E % 74
. Ek(p,(p,q)—ZLDpz




Rownania Hamiltona (przyktad)

PRZYKLAD (cd.):

Energia potencjalna i sita uogolniona jak w metodzie
Lagrange’a

A Z
Ep 2 2()IOI(T)dT Q— e

Hamiltonian

Funkcja stratnosci




Rownania Hamiltona

(przyktad)

PRZYKLAD (cd.):

Poszczegolne sktadowe rownania Hamiltona:

B 1. F_ R
0q . ¢  op L2

it 7 —1

aEk(P) a3 = H1EPH 2 L

U 9y af m 0 e

i A

—aEk(P) 2 [0F = RDp

el 0qg L




Rownania Hamiltona

(przyktad)

W efekcie rownania Hamiltona uzyska postac:

i
CI—LDP

co odpowiada rownaniom stanu:

XxX=Allx+ Bllu

g0 <
P 1 R
A e [

. 1 R
e - [bte
p SEU ;02

NE

[0 [ ]
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Transmitancje

®* Rownanie stanu nie sg jedyng wykorzystywang postacig
modeli dynamicznych.

* W wielu dziedzinach (np. elektrotechnice, automatyce)
chetniej stosuje sie tzw. transmitancje.

Laplace’a - dla réwnan rézniczkowych;

Laurenta - dla réwnan réznicowych.




Transmitancje - idea

Zaktadajac, ze zaleznosC miedzy sygnatem wejsciowym
| wyjsciowym mozna opisac liniowym rownaniem
rozniczkowym lub rownaniem roznicowym.

Zamiast bezposredniego analitycznego rozwigzania
rownania, rozwigzanie mozna 0siggngc na drodze
przeksztatcen algebraicznych przetransformowanego
uktadu rownan.

W tym celu nalezy zdefiniowac¢ sposob przeksztatcania
rownan, umozliwiajgcy zastgpienie rozniczkowania
(rownania rozniczkowe) lub odwotania do poprzednie;
wartosci funkcji (rownania réznicowe) obliczeniami

w dziedzinie wyrazen algebraicznych.




Transmitancje ciggte

* Transformacje Laplace’a definiuje sie nastepujgco:

00

L{f(t)) = [€” fle)dt = Fls)

0

* Funkcje f nazywamy oryginatem, natomiast uzyskang po
przeksztatceniach funkcje f transformata.

* Transformaty Laplac’a dla wiekszosci podstawowych
funkcji mozna uzyskac na drodze prostych rachunkow.




Transmitancje ciggte

Przyktady transmitancii: oryginat — transformata
/
t".n0 N ﬂ L
S
i e 7 1

Rozniczkowaniu w dziedzinie oryginatu odpowiada
mnozenie przez 's’ w dziedzinie transformat.

Ccos 2
S24 2

Zh; . sf(s) - flo")

gdzief (0+ ) to lewostronna granica funkcji f w punkcie 0.




Transmitancje ciggte - przyktad

Zatozmy, ze pewne zjawisko fizyczne jest opisane w postaci
nastepujacego rownania rozniczkowego (wigzgcego zmienng

wyjsSciowg y ze zmienng wejsciowg X ):
a’u(t) a’zu(t)

dylt d’ylt
aoy(t)+ a1%+ 4 dfz( ) 7 bo“(t)+ b17+ b, 7

gdzie u(t) jest znang dla tego przypadku funkcjg czasu.

Zaleznosc¢ y od u mozna prosto (przy zatozeniu zerowych
warunkow poczatkowych f(0)=0) przedstawiC w dziedzinie

transformat:
ao)_’(S) ; als)_/(s) 3 azsz)_/(s) 7 boﬁ(s) + blsﬁ(s) i bzszu(s)

lub:
)_C(S) . b,+ bst b,s’

A0

2
a,t ast a,s




Transmitancje ciggte - podsumowanie

* Funkcje G(s) nazywamy fransmitancjg uktfadu.

* Funkcja ta wyraza rozniczkowg zaleznosc
miedzy sygnatami ui x .

* Znajac funkcje u(t) i jej L-transformate u(s) na drodze
przeksztatcen algebraicznych mozna otrzymac
transformate sygnatu wynikowego y(s) .

* Zaleznosc y(t) uzyskuje sie dokonujgc transformacji

odwrotnej: y(t) - L'l(f(S))




Transmitancje dyskretne

* W przypadku uktadow dyskretnych, zamiast funkc;ji
ciagtej, dany jest pewien cigg o wyrazie ogolnym x/K] .

* Przeksztatcenie Laurenta, zwane tez
Z-przeksztatceniem, definiuje sie jako:

2iKl)= [ < (2

k=0 4




Transmitancje dyskretne

Przyktady transmitancji: oryginat — transformata
1 ﬂ =
z-1
2 Z
(2- 1)
X[k' n],n >0 - z'nx(z)

Transformata Laurenta ciggu przesunietego o n wyrazow
jest rowna iloczynowi ciggu nieprzesunietego i z"




Transmitancje dyskretne - przyktad

* Wezmy pod uwage ogolny przyktad uktadu dynamicznego
o wyjsciu y[k] i wejsciu ufK] ):

a,y|k|+ a,ylk- 1]+ a,ylk- 2| = b,ulk|+ bu[k- 1]+ b,ulk - 2]

* Wykonujac przeksztatcenie Laurenta uzyska sie rownanie:

(ao e azz'z)[W(z) = (bo tbz '+ bzz'z)Du(z)

co z kolei mozna przedstawu: jakT

+bz'1+bz'2

u( a+az +az
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